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Logisk semantik |l

1 Predikatlogik, generella och existentiella satser

1.1 Viktiga begrepp sa hir langt

Vi skall nu bygga vidare pa de fyra byggstenar i logiken som vi tidigare infort. Det nya hir &r variabler
(som vi skriver x, y, z) och kvantifikatorer, existenskvantifikatorn — vars symbol dr ”3” — och allkvan-
tifikatorn ("V”).

(1) Negation:
godtycklig sats: | dess negation:
I symboler: p -p
Mojlighet (1): S F
Mojlighet (2): F S
(2) Konnektiver:
sats (1) | sats (2) | konjunktion | disjunktion | implikation
I symboler: p q PAg pVgq pP—q
Mojlighet (1): S S S S S
Mojlighet (2): S F F S F
Mojlighet (3): F S F S S
Maojlighet (4): F F F F S

(3) Individkonstanter ir namn pa objekt i logiken. Vi skriver med med gemener.

(4) Predikat prediceras om individer, och vi far utsagor som #r sanna eller falska. Vi skriver dem med
versaler. Syntaktiskt sett kan predikat appliceras pa individkonstanter. Dessa &r da argument till predika-
tet.

Enkelt exempel i detalj:

Svenska: Fredrik Rheinfeldt dr moderat

Predikatlogik: M(r).

Individkonstant: r. Avsikt: r star for Fredrik Rheinfeldt.
Predikat: M. Avsikt: M star for (egenskapen att vara) moderat.
Syntax: i M(r) dr r argumentet till M.

1.2 Generalitet

En viktig sak i sprak och tdnkande &r att kunna fanga generella samband. Generalitet dr en aspekt av all
kunskap som man kan anvidnda for att orientera sig i nya situationer.



Lat oss dn en gang betrakta satsen Om du dr i Goteborg, sd dr du vid vistkusten. 1 detta ssmmanhang
kan du tinkas representera en godtycklig person. Satsen kan dirmed, som sagt, ses som en generell
”geografisk” sanning.

Vi skulle ocksa kunna uttrycka oss pa sitt som dessa:

Om man dr i Gdteborg, sd dr man vid vistkusten.

Om en godtycklig individ dr i Goteborg, sd dr den vid vistkusten.

Vi kan ocksa anvinda variabler, t.ex. x, som i matematisk notation: Dessa variabler star for individer,
men det dr oppet vilka. De kan st pd samma platser som individkonstanter, alltsd som argument till
predikat.

Om x dr i Goteborg, sd dr x vid vistkusten.
Om vi vill vara extra tydliga med att detta géller generellt skulle vi kunna skriva:
Det gdller generellt, for alla x, att om x dr i Gdteborg, sd dr x vid vistkusten.

Om vi nu infor individkonstanterna g och v for Géteborg, respektive vistkusten, samt predikatet B
for att befinna sig i eller vid en plats, sa far vi (pa ett blandsprak):

Det giiller generellt, for alla x, (B(x,g) — B(x,v))

Nu kan vi tdnka oss att denna generalitet omfattar. fyra logiskt mojliga fall, varav en utesluts av
exempelsatsen. (Satsen dr sann och det handlar om uteslutandet av en ”geografisk omgjlighet”):

B(x,g) | B(x,v) | (B(x,g) — B(x,v)) | exempelsituation
S S S x dr i Goteborg och vid viistkusten. (Tankbart.)
S F F x dr i Goteborg, men inte vid vistkusten. (Uteslutet.)
F S S x dr i Halmstad och vid viistkusten. (Ténkbart.)
F F S x dr i Uppsala och inte vid vdstkusten. (Tinkbart.)

Satsen Det gdiller generellt, for alla x, (B(x,g) — B(x,v)) vill vi komprimera lite mer. Det hir med ge-
neralitet dr ju sa viktigt att det kan vara lampligt med en sdrskild symbol for det. Vi har for det dndamalet
allkvantifikatorn (V).

Vx(B(x,g) — B(x,v))
Lat oss ta ett annat exempel (pa en rimligtvis falsk sats):

Om man dr i Gdteborg, sa dr man pd Kungsportsavenyn (k).
(Alla som dr i Goteborg dr pa Kungsportsavenyn (k).)
Vx(B(x,g) — B(x,k))

Men det &r inte sant, s om vi negerar far vi en sann sats:
Det dr inte (generellt sett) sa att om man dr i Goteborg, sd dr man pa Kungsportsavenyn.

(Alla som dr i Goteborg dr inte pd Kungsportsavenyn.)

—Vx(B(x,g) — B(x,k))

Vx(B(x,g) — B(x,k)) dr falsk eftersom, sidg en godtycklig person som befinner sig pa Backaplan som
virde pa x skulle gora implikationen (B(x,g) — B(x,k)) falsk, och dirmed Vx(B(x,g) — B(x,k)).
Fler exempel (rimligtvis sanna eller nidstan sanna utsagor):



Inte alla tomater (T ) dr roda (R).
—Vx(T (x) = R(x))

Inga tomater (T ) dr lila (L).

(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))

Inga grona paprikor dr mogna.
Vx((G(x) AP(x)) AN—=M(x))

Inte alla paprikor dr grona.
—Vx(P(x) — G(x))

Alla paprikor dr grona eller roda.
Vx(P(x) = (G(x) VR(x)))

Alla paprikor som dr gula eller roda dr mogna.

Vx((P(x) A (G(x) VR(x))) — M(x))

Ingen som dr i Goteborg befinner sig pa Sergels torg (s).
Vx(B(x,g) — —B(x,s))

Ingen befinner sig (samtidigt) i Goteborg och pd Sergels torg.
Va(B(x,g) A B(x,5))

Inte alla befinner sig i Goteborg eller pa Sergels torg.
—Vx(B(x,8) V B(x,s))

1.3 ’Multipel” generalitet

Vi kan kombinera generalitet i en utsaga, t.ex. uttala oss generellt om apelsiner och citroner:

Citroner (C) dr surare dn (S) apelsiner (A).
(Varje citron dr surare dn varje apelsin.)

Vavy((C(x) AA(x)) — S(x,y))

1.4 Existentiella satser

Vi har hittills enbart sett pa det fallet da variabler kopplats till generalitet, alltsa till ”v”. Men det gar
dven att knyta en variabel till kravet att det skall finnas minst ett objekt som kopplat till variabeln gor
den aktuella formeln sann. Motsvarande symbol &r ”3”. V" och ”3” kallas kvantifikatorer och fungerar
syntaktiskt sett pa samma sitt. De ”’binder” variabler.

Det finns tomater (T ) som dr roda (R).
(Mer strikt: Minst en sak dr en tomat och rod)
(T (x) AR(x))

Det finns tomater (T ) som inte dr roda (R).
(Mer strikt: Minst en sak dr en tomat och inte rod)
(T (x) A—R(x))

Det finns inte lila tomater.
(Ingen sak dr en tomat och (samtidigt) lila.)
—3x(T (x) AL(x))

Denna sista sats 4r synonym med denna (som vi hade ovan):



Inga tomater T dr lila (L).
(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))

Mer om denna synonymi nedan.

1.5 Sambandet mellan existentiella och generella satser

Sammanfattningsvis dr det sa att om vi har en formel med en variabel i, sa kan vi sdtta samman den
med en operator som binder variabeln. I predikatlogiken brukar man anvinda tva sadana operatorer,
existenskvantifikatorn — vars symbol dr ”3” — och allkvantifikatorn (’V”’). Dessa kombineras med en
variabel — den variabel som binds — och kopplas samman med en formel. De kan forstés pa foljande sitt
(x kan vara vilken variabel som helst:

”Jx...” — det giller for nagot x att ... eller det finns minst ett objekt som kan kopplas till x
sa att ... blir sann. (Variabeln x binds av ”3”.)

7Vx...” —det giller for alla x att ... eller oavsett vilket objekt som kopplas till x sa blir ...
sann. (Variabeln x binds av V")

Egentligen behovs bara en av de bada kvantifikatorerna, eftersom den ena kan definieras med hjilp
av den andra och negation. Att alla objekt uppfyller ett visst villkor innebér att det inte finns ndagonting
som inte uppfyller villkoret ifraga. Och att minst ett objekt uppfyller ett villkor innebdr att inte alla objekt
icke-uppfyller villkoret. I predikatlogikens notation kan vi uttrycka detta salunda:

”Ax(F(x))” betyder "—Vx(—F (x))”.
"Vx(F(x))” betyder ”—3x(—F (x))”.

”F (x)” star hir for vilket villkor som helst, d.v.s. en godtycklig formel som innehaller variabeln x.
Konsekvensen av dessa samband &r att man kan betrakta en kvantifikator som grundldggande, men
det 4r praktiskt att ha bada for att slippa skriva ut de negationer som skulle behvas om man bara hade
den ena.
Med hjilp av dessa samband och nagra ur satslogiken kan man visa varfor féjande synonymi rader:

Inga tomater T dr lila (L).
(d.v.s. Alla tomater dr icke-lila.)
Vx(T (x) — —L(x))

Det finns inte lila tomater.
(Ingen sak dr en tomat och (samtidigt) lila.)

—3x(T (x) AL(x))
Vi har: Vx(T (x) — —L(x)) (D
Vi har tidigare sett: ”p — ¢” dr samma som "= (p A —q)” 2
Alltsa, ur (1) och (2): Vx—(T (x) A=—L(x)) 3)
Alltsa, ur (3), da dubbla negationer tar ut varandra: Vx—(7 (x) A L(x)) 4)

Om vi tillimpar ekvivalensen mellan "Vx(F (x))” och ”—=3x(—=F(x))” pa (4), sa far vi:
—3x——(T (x) AL(x)) (%)
Alltsa, ur (5), da dubbla negationer tar ut varandra: —=3x(7 (x) A L(x))



1.6 Fler exempel

Det finns paprikor som varken dr gula eller roda.
Pelle gillar ndagon.

Ndagon gillar Pelle.

Pelle gillar inte ndagon.

Ingen gillar Pelle.

Det finns en hund som Pelle gillar.
Det finns en hund som Pelle inte gillar.
Pelle gillar alla hundar.

Alla hundar gillar Pelle.

Inga hundar gillar Pelle.

Endast hundar gillar Pelle.

1.7 Exempel med multipel kvantifikation

x(P(x) A—(G(x) VR(x)))
Ix(G(p,x))

Ix(G(x,p))

—3x(G(p,x))
—3x(G(x, p))

Fx(H(x) AG(p,x)

Ix(H (x) A\=G(p,x))
Vx(H(x) — G(p,x))
Vx(H(x) — G(x, p))
—=x(H (x) AG(x, p))

I ménga utsagor kombineras fler 4n tva kvantifikationer. Dessa kan analyseras med hjélp av predikatlogik:

Ingen gillar alla hundar.
—Ix(Vy(H(y) = G(x,y)))
Alla katter gillar alla hundar.

Vx(Vy((K(x) AH(y)) — G(x,y)))

Alla katter gillar sig sjilva.
Vx(K(x) — G(x,x))

Det finns en katt som alla hundar gillar.
(K (x) AVy(H(y) = G(y,x)))

Det finns en katt som gillar alla hundar:
(K (x) AVy(H(y) = G(x,y)))

Pelle ser en hund och en katt.

Ix(3y(S(p,x) AS(p,y) NH(x) NK()))

Det finns en katt som inte gillar nagon hund.

(K (x) A=3y(H(y) AG(x,y)))

Alla mdnniskor har en fader och en moder.

V(M (x) = Fy(Fz(F (y,x) AMa(z,x))))

Ingen mdnniska har sett en enhorning.

=~ (Iy(M1 (x) AS(x,y) AE(Y)))

1.8 En definition och dess logiska struktur

Begreppet helbror har ett forhallandevis precist innehall. Vi skulle kunna definiera det pa f6ljande sitt:

Det giiller for alla X och Y — d.v.s. oavsett vilka objekt vi later X och Y representera — att



[definiendum] X &r helbror till Y
om och endast om
[definiens] X och Y ir tva olika personer och
X dr man och
det finns tva objekt Fy och F;
som dr sadana att
Fy ar foridlder till X och
B, dr foralder till X och
Fy ar fordlder till Y och
F, ar fordlder till Y.

Uttrycket om och endast om uttrycker nodviandiga (endast om) och tillrdckliga (om) villkor. Det svarar
mot ett konnektiv som &r sant da delsatserna har samma sanningsvirde, alltsa #r tva sanna eller tva falska
satser. Detta konnektiv brukar heta ekvivalens, och uttrycks med symbolen *«’. p <> ¢ innebir alltsa att
p och g har samma sanningsvérde. Lat oss jimfora det med véra tidigare konnektiver:

sats (1) | sats (2) | konjunktion | disjunktion | implikation | ekvivalens
I symboler: )4 q PNg pPVg P—q Pq
Moijlighet (1): | S S S S S S
Mojlighet (2): S F F S F F
Mojlighet (3): F S F S S F
Mojlighet (4): F F F F S S
’p < ¢ siger samma sak som *(p — ) A (g — p)’, vilket forklarar symbolens utseende (6msesidig

implikation, s.a.s.).

(p = q]({lp—a9) N (qg—p)]
S S S S S
F
F

F F| F S
F s| s F
S F| s s s

Predikatlogiken tillater oss ocksa att formalisera en sddan definition. Vi far da en formel av detta slag.
Den &r uppstilld sa att strukturen framgar tydligt.

mimwnw

VxVy (B(x,y) <

(mxr=y)A

M(x) A

Jz1dz (z1 2 A
F(z1,x) A
F(z2,x) A
F(z1,9) A
F(22,))))



